6. Syntéza pasivnych linearnych dvojpoélov

6.1. Syntéza reaktanénych dvojpélov

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ dvojpdoimi, ktoré pozostavaju z idealnych
induktorov a kapacitorov. Impedancia takéhoto dvojpdlu pre p=jw

nemdze mat realnu €ast a je Cisto reaktan¢nou funkciou.

Pocet dvojpdlov, ktoré predstavuju realizaciu zadanej imitancénej funkcie,
je velky a jednotlivé zapojenia sa mézu lisit nielen poétom prvkov, ale
aj ich konfiguraciou. V dalSom sa budeme zaoberat syntézou dvojpdlov,
ktoré realizuja imitanénd funkciu s najmensSim poctom prvkov, tzv.
kanonické realizacie.

6.1.1. Fosterov 1. kanonicky tvar

Vr. 1924 Foster polozil zaklady syntézy reaktanénych dvojpdlov. Bazou
jeho modelu je rozklad impedanénej funkcie na parcidlne zlomky. Ak
pozname podly impedancnej funkcie, vieme ju napisat v tvare:
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kde N je pocCet dvojic komplexne zdruzenych internych pdlov

impedancnej funkcie leZiacich na osi jo; kg, ky, 2k; su rezidud

impedancnej funkcie v prislusnych poéloch a ich hodnota je kladna. Vsetky

Zlozky vztahu (6.1.1.1) predstavuju reaktancie elementarnych prvkov.
Vypocet jednotlivych rezidui uréime podla vztahov:
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Spbdsob rozkladu impedanénej funkcie do tvaru (6.1.1.1) naznacuje
zaroven zapojenie dvojpolu. Suclet Ciastkovych impedanénych funkcii
predstavuje sériové zapojenie elementarnych prvkov.



Clen (6.1.1.1) ko predstavuje impedanénu funkciu kapacitora, ktorého
p

hodnota kapacity je ki Druhy ¢len rovnice pk,, je impedanénou funkciou
0

induktora, ktorého hodnota indukénosti je dana hodnotou rezidua
prep—>w, tj. k,. Kazdy zostavajucich i vyrazov predstavuje
impedanciu paralelného rezonanéného obvodu s rezonan¢nou frekvenciou
rovnou pélu impedanénej funkcie

Zip)=—5 5 = : (6.1.1.5)

Fyzikalny zmysel vztahu (6.1.1.1) lepSie vynikne, ak ho upravime do tvaru:
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Vztah (6.1.1.1) reprezentuje dvojpdl nakresleny na obr. 6.1.1.1
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Obr. 6.1.1.1 Dvojpdl realizovany v 1.Fosterovom kanonickom tvare



Z predo8lych vztahov vyplyva, Ze obvody rezonuju pri frekvencii

2 1 . L _— . . .
®; =—— a w,; zaroven oznacuju polohu polov reaktancnej funkcie.
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Polet prvkov tejto kanonickej realizacie je uréeny poctom polov
impedancnej funkcie, pricom rezidua pdlov v pociatku a nekonec¢ne urcuju
hodnotu vzdy jediného prvku, t.j. hodnotu kapacity kapacitora — reziduum
polu v poCiatku a hodnotu induk&nosti induktora — reziduum pdlu
v nekonecne. Rezidud kazdého interného pdlu uréuju hodnoty prvkov
rezonan&ného obvodu, ktorého rezonanény kmitocet je totoZzny s pdlom
impedancnej funkcie. Je zrejmé, ze v pripade, ak ma impedancna funkcia
v nekonec¢ne nulovy bod, tj. L — 0, induktor bude nahradeny v zapojeni
podla obr. 6.1.1.2 obvodom nakratko. Ak ma impedanéna funkcia
v pociatku nulovy bod, v sériovom zapojeni bude kapacitor nahradeny
rozpojenym obvodom. Tieto Uvahy zodpovedaju aj fyzikalnej
interpretacii. [Kot03]

6.1.2. Fosterov 2. kanonicky tvar

Iny pristup k realizacii v kanonickom tvare vychadza z rozkladu admitacnej
funkcie na parcialne zlomky. KedZe admitan¢na funkcia je dualnou
funkciou k impedancénej funkcii, nulové body impedancnej funkcie su
zaroven polmi admitancnej funkcie. Vychadzajuc z uvedeného, mozno
admitanénu funkciu vyjadrit pomocou parcialnych zlomkov takto:
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kde M je pocet dvojic komplexne zdruzenych internych nulovych bodov
impedancnej funkcie, t.j. pélov admitan¢nej funkcie dvojpolu, kg, k,,2k; su
rezidua admitancnej funkcie v jej prisludnych poloch.

Rezidud mbZeme vyjadrit analogicky ako v predchadzajucom pripade:

ko =Y(p)- P/ p=o (6.1.2.2)
ks = lim 22 (6.1.2.3)
p—>©
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p 1

Fyzikalny zmysel lepSie vynikne, ak admitanénu funkciu upravime do
tvaru:
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Obr. 6.1.2.1 Dvojpdl realizovany vo Fosterovom 2. kanonickom tvare

Reziduum poélu v nekonecne realizujeme prieénym kapacitorom,
ktorého hodnota kapacity je k., reziduum pélu v pociatku prie€nym

induktorom s hodnotou indukénosti 1 arezidua internych podlov
0

admitanénej funkcie realizujeme ako sériové rezonancné obvody, ktorych
rezonancéné kmitoCty su totozné s podlmi admitancnej funkcie, resp.
s nulovymi bodmi impedancnej funkcie. V pripade nulového bodu
admitancnej funkcie (teda podlu impedancnej funkcie) v nekonecne
v zapojeni nebude zapojeny kapacitor, v pripade nulového bodu
admitancnej funkcie (resp. polu impedancnej funkcie) v pociatku
v zapojeni bude chybat induktor.

Obidve kanonické realizacie maju rovnaky pocet prvkov aten je dany
suétom internych nulovych bodov a pdlov, ktoré leZia na osi +jw

zvacsenym o 1.
6.1.3. Cauerov 1. kanonicky tvar

Zakladom oboch nasledujucich kanonickych realiz&cii, ktorych autorom
bol Cauer, je uplné odstiepovanie pdélov bud v nekone¢ne (Cauerov
1. kadnonicky tvar), alebo v pociatku (Cauerov 2. kdnonicky tvar).

V prvom Cauerovom kanonickom tvare realizujeme vzdy reziduum pdlu
v nekoneéne. Predpokladajme, Ze impedanéna funkcia ma pdl



v nekoneéne. Reziduum tohoto pdlu vieme realizovat pomocou induktora,
ktory je zapojeny do série. Po jeho realizacii je zvySkova impedanéna
funkcia znovu PRF avnekoneCne ma nulovy bod. Jej obratenim
dostaneme admitanéna funkciu, ktora ma znova v nekone¢ne pol. Tento
odstranime realizaciou jeho rezidua ako admitanciu kapacitora
zapojeného paralelne. ZvySkova admitanéna funkcia ma v nekoneéne
nulovy bod. Postup opakujeme, kym zvySkova funkcia nie je nulova.
Uvedeny postup si ukdZzeme priamo na priklade:

Priklad: Realizujme impedanénu funkciu dvojpolu v 1.Cauerovom
kanonickom tvare:
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RiesSenie: Priebeh tejto impedancnej funkcie je rydzo imaginarny na osi
wajenaobr.6.1.3.1.1.
Vypocitame reziduum v nekonecne:
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Obr. 6.1.3.1 Priebeh impedancnej funkcie Im{Z(w)} danej rovnice (6.1.3.1)



Hodnota rezidua predstavuje indukénost 1H induktora zapojeného do
pozdiZznej vetvy (6.1.3.1.2).

Po od¢itani impedancie induktora ziskame zvy8kovu funkciu, ktord mame
eSte realizovat
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Vrovnici 6.1.3.3 vztah predstavuje impedanénu funkciu, ktora ma
v nekonecne nulovy bod. Interné poly tejto impedancénej funkcie ostavaju
na svojich miestach, meni sa len poloha internych nulovych bodov. KedzZe
chceme odstiepovat poély v nekonecne, obratenim impedancénej funkcie
vytvorime admitanénu funkciu, ktora ma pdél v nekonecne. Reziduum tohto
polu predstavuje hodnotu kapacity kapacitora, ktory je zapojeny v priecnej
vetve.
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Po od¢itani admitancie kapacitora dostdvame zvySkovu admitanénu
funkciu ¥,(p), ktord méa v nekoneéne nulovy bod:
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Yz(p):¥__p: 32 (6.1.3.5)
3p7+1 3 3p7+1

Jej otoCenim dostavame znova impedanénu funkciu Zz(p) s pélom
v nekoneéne. Vypocet jej rezidua vedie k hodnote induk&nosti induktora

%[H | a zvyskovej funkci:

3p241 9 1
23(p)==E5 —SP=5 (6.1.3.6)
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OtoCenim dostavame admitanénu Y3(p) kapacitora zapojeného v prie€nej

vetve s hodnotou jeho kapacity %[F] Celkové zapojenie je na
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Obr. 6.1.3.2 Zapojenie Cauerovej 1. kanonickej realizacie

Opisany postup vypocCtu Cauerovho 1. kanonického tvaru predstavuje
v podstate delenie polynédmov od najvys8ich mocnin, pri€om po prvom
kroku delenia stupen Citatela a zvySku sa zmenSi, a teda, aby sme mohli
pokraCovat vo vypocte, musime zamenit Citatefa zvySkovej funkcie za
menovatela a pokradujeme v deleni. Tento postup opakujeme aZz do
nulového zvySku. Impedanénu funkciu Z(p) tak mbézZeme vyjadrit’ v tvare

tzv. retazového zlomku:

Z(p)=2,+ (6.1.3.7)
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Realizacia opisanej prieCkovej Struktury je na obr. 6.1.3.3:
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Obr. 6.1.3.3 PrieCkova Struktura dvojpdlu

Uvedeny postup ukazeme na predchadzajicom priklade:

(p4+4p2+1):(p3+p):1p
ip4ip2

0+ 3p2+1



Vyraz 1p predstavuje impedanénu funkciu induktora s hodnotou
indukénosti 1[H] zapojeného v pozdiZnej vetve. Stupefi &itatela je teraz
mensi neZ stupefl menovatela. Obratime smer delenia, teda z impedancie
vytvorime admitanciu a pokraujeme v deleni polynémov:

(p3 + p):(3p2+1):%p

Vyraz 3 p predstavuje admitanénu funkciu kapacitora s hodnotou kapacity

%[F] Znova obratime smer delenia:
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Posledné otoCenie vedie k deleniu:
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37757

Ked porovname vysledky vypoctu ziskané delenim od najvysSich mocnin,
tieto su totozné s vysledkami ziskanymi pri postupe Uplného odstiepovania
polov v nekonecne.

Je samozrejmé, ze ak impedané&na funkcia Z(p) nema pdl v nekoneéne,
musime pred prvym delenim zamenit Citatefla s menovatelom. Tym ale
ziskame admitan&nu funkciu Y(p) a ako prvi hodnotu vypo&itame hodnotu
prvku zapojeného v prieCnej vetve prieckovej Struktiry dvojpdlu (obr.).
V tomto k&nonickom tvare sa jedna o hodnotu kapacity kapacitora.

6.1.4. Cauerov 2.kanonicky tvar

V druhom Cauerovom kanonickom tvare realizujeme Uplné odstiepovanie
poélu v pociatku. Reziduum tohto pélu %, realizujeme pomocou kapacitora

s hodnotou kapacity ki[F] zapojeného v pozdiznej vetve. Po jeho
0

realizacii ma zvySkova impedan¢na funkcia v pocliatku nulovy bod.
Obratend hodnota tejto funkcie — admitanéna funkcia - ma znova pdél
v poCiatku. Reziduum tohto pélu realizujeme ako admitanénu funkciu
induktora zapojeného v prie€nej vetve. Postup je analogicky, ako sme
ukazali v prvom Cauerovom kanonickom tvare. Vtomto tvare su



v pozdiznych vetvach zapojené kapacitory, kym v priednych vetvach
induktory.

Aj v tomto pripade méZzeme vyuzit naSe poznatky. Teraz budeme

ktory sme uviedli pri 1. Cauerovom kanonickom tvare:
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3p2 + 4p4
Impedanéna funkcia 1 realizuje prvok zapojeny v pozdiZnej vetve a ide
p

o impedanénu funkciu kapacitora, ktorého hodnota kapacity je 1[F]
3p2+4pt
p+p
vys$Si, nez stupef menovatela) a predstavuje impedanénu funkciu, ktora
ostava po odcitani impedancie realizovaného kapacitora. Z tejto funkcie
urobime admitanénu funkciu, ktorda uz ma v pociatku pol a pokracujeme

v deleni:

Zvyskova funkcia ma v pociatku nulovy bod (stupen Citatela je
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Admitanéna funkcia % zapojend v prie¢nej vetve, predstavuje
p

admitanént funkciu induktora, ktorého hodnota indukénosti je 3[H].

Obratime znova smer delenia a pokracujeme, az kym zvySkova funkcia nie
je nulova:
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25, 0 2
SP P = 3
Z tohto delenia je na prvy pohlad jasny postup rozvoja funkcie na retazovy
zlomok, ktory ma tvar:
2p) =t —
o
p 5P +?
2 p

Zapojenie reaktanéného dvojpdlu podla tohto retazového zlomku je na
obr. 6.1.4.1.. a ma tvar Stvrtého kanonického reaktanéného dvojpodlu.
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Obr. 6.1.4.1. Zapojenie 2.Cauerovej kanonickej realizacie
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Ak impedan¢na funkcia nema pdl v pociatku suradnicovej sustavy,
musime pred prvym delenim zamenit' Citatela a menovatela. Prvy prvok,
ktory ziskame delenim, je induktor, zapojeny v prieénej vetve. V prvej
pozdiZnej vetve sa nenachadza Ziaden prvok.
Na zaver mozno zhrnut vlastnosti reaktanénych dvojpolov do niekolkych
pravidiel:

e impedancia reaktancného dvojpdlu v celom frekvenénom

rozsahu 0 < w < nadobuda len rydzo imaginarne hodnoty,

e derivacia reaktanénej funkcie podla realnej frekvencie o je
vzdy kladna,

e pri nulovej frekvencii alebo pri frekvencii bliziacej sa
k nekone¢nu mdéze mat reaktan¢na funkcia nulovy bod alebo
pol,

e nulové body a pély reaktanénej funkcie sa navzjom striedaju,

e pocet induktorov reaktanéného dvojpdélu sa rovna poctu
kapacitorov alebo sa ich pocet liSi len o jednotku,

o celkovy pocet induktorov a kapacitorov musi byt o jednotku
vacsi nez pocet vSetkych nulovych bodov a pélov reaktanénej
funkcie, nepocitajuic nulové body apodly vexternych
frekvenciach,



e kanonicky reaktaniny dvojpdl realizuje zadanu reaktancnu
funkciu minimalnym poctom suciastok,

e kanonické zapojenia mozno rozdelit do Styroch tried, ktoré sa
lisSia hodnotami funkcie v nule a nekonecne.

Na zaver je potrebné zdéraznit, ze analyzované Styri druhy kanonickych
reaktanénych dvojpdlov su dvojpdly ekvivalentné. Z hladiska praxe je
ucelné urcit vSetky Styri kanonické tvary a pouzit ten, ktory ma suciastky
s najpriaznivejsimi velkostami.

6.2. Priklady

4,52
Priklad 6.2.1.: Impedanénu funkciu Z(p):% LC dvojpolu
p+4p° +3p

realizujte v 1. Fosterovom kanonickom tvare.

Riesenie: Uvedenu funkciu rozlozime na parcialne zlomky:

k, 2ky;
Z(p) ==L+ pho + Y 20

p i Pty
funkcie v prislusnych péloch. Skér, ako ich vypocitame, urime nulové

body a poly impedanénej funkcie:

4 13p2 41 1
o ~[2(p)-2), 0 :{w} 1
p=0

, kde ky,k.,2ky; s0 rezidua impedancnej

p4+4p2+3 3

p4+3p2+1

. Z\p .
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p
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p*o* +1)lp? +3)

(p2 +0,382)(p2 +2,618)} [(-3+0382)(-3+2,618)]
{ At { 33+ }‘W

p’=-3

Na zaver vypocitame hodnoty prvkov Fosterovho 1. kanonického dvojpdlu:

Cozizlst
ko 1
3
Ly=k,=0H
L1—2—](21:$:0,5H
2]
R NS By
2k; 05
L :&:—0’167:0,056
2 P 3
)
szL:Lzs,%s
2ky 0,167

Vysledné zapojenie reaktanéného dvojpdlu je nakreslené na obr.2 a ma
tvar prvého kanonického reaktanéného dvojpélu.
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obr. 1
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